
Îëèìïèàäà 2

�1. Ñóùåñòâóåò ëè ïåðåñòàíîâêà (a1, a2, . . . , a2019) ÷èñåë (1, 2, . . . 2019) òàêàÿ,
÷òî ai + i � ïîëíûé êâàäðàò äëÿ âñåõ 1 6 i 6 2019?

�2. Âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêàABC,
â êîòîðîì óãîë C ïðÿìîé, êàñàþòñÿ îòðåçêà BC â òî÷êàõ A1 è A2 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì òî÷êè B1 è B2. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè A1B2 è B1A2

ïåðåñåêàþòñÿ íà âûñîòå ïðîâåä¼ííîé èç âåðøèíû C òðåóãîëüíèêà ABC.

�3. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóþò íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà m,n òàêèå, ÷òî a3 + b = 2m, b3 + a = 2n.

Îëèìïèàäà 2. Ðåøåíèÿ çàäà÷

�1. Ñóùåñòâóåò ëè ïåðåñòàíîâêà (a1, a2, . . . , a2019) ÷èñåë (1, 2, . . . 2019) òàêàÿ,
÷òî ai + i � ïîëíûé êâàäðàò äëÿ âñåõ 1 6 i 6 2019?

Îòâåò: Äà, ñóùåñòâóåò.

Ðåøåíèå. Äëÿ i îò 6 äî 2019 îïðåäåëèì ai = 2025 − i. Îñòàëüíûå êàê a1 = 3,
a2 = 2, a3 = 1, a4 = 5, a5 = 4.

�2. Âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêàABC,
â êîòîðîì óãîë C ïðÿìîé, êàñàþòñÿ îòðåçêà BC â òî÷êàõ A1 è A2 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì òî÷êè B1 è B2. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè A1B2 è B1A2

ïåðåñåêàþòñÿ íà âûñîòå ïðîâåä¼ííîé èç âåðøèíû C òðåóãîëüíèêà ABC.

Ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì A1B2 ∩ B1A2 = D. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü ðàâåíñòâî ∠BAC = ∠DCA1. Òàê êàê èç ýòî ðàâåíñòâà ñëåäóåò ∠BAC+
+ ∠ACD = ∠BAC + (90◦ − ∠DCA1) = 90◦.

Ïóñòü I �öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Òîãäà ÷åòûð¼õóãîëüíèê CA1IB1 �
êâàäðàò. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé è âíåâïèñàí-
íîé îêðóæíîñòåé ñî ñòîðîíîé òðåóãîëüíèêà, ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ýòîé
ñòîðîíû. Òîãäà IA1 = CB1 = AB2 è IA1 ⊥ BC, AB2 ⊥ BC, îòêóäà IA1 ‖ AB2.
Çíà÷èò, IA1B2A�ïàðàëëåëîãðàìì. Àíàëîãè÷íî, ÷åòûð¼õóãîëüíèê IB1A2B òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì.

Ïîíÿòíî, ÷òî îòðåçêè IA1 è IB1 �êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â
òî÷êå C ñ ðàäèóñîì CA1. À ëþáàÿ òî÷êà X, ëåæàùàÿ íà ìåíüøåé äóãå A1B1

âèäíà ïîä óãëîì 135◦ êàñàåòñÿ Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ∠AIB = 90◦+∠ACB/2 =
= 135◦. À èç ïàðàëëåëüíîñòè AI ‖ B2A1 è BI ‖ A2B1 ñëåäóåò, ÷òî ∠B1DA1 =
= ∠A2DB2 = ∠BIA = 135◦. Çíà÷èò, òî÷êà D ëåæèò íà îêðóæíîñòè ω. Îñòàëîñü
çàìåòèòü, ÷òî èç ñâîéñòâà âïèñàííîãî óãëà è êàñàòåëüíîé ñëåäóåò ðàâåíñòâà
∠BAC = 2∠IAB2 = 2∠IA1B2 = ∠DCA1.
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�3. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóþò íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà m,n òàêèå, ÷òî a3 + b = 2m, b3 + a = 2n.

Îòâåò: (a, b) = (1, 1); (5, 3); (3; 5).

Ðåøåíèå. 1) Åñëè îäíî a èëè b ÷åòíî, òî è äðóãîå ÷åòíîå. Ïóñòü a = 2α · A,
b = 2β · B, ãäå (A, 2) = (B, 2) = 1, è α, β � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Áåç ïîòåðè
îáùíîñòè (ÁÎÎ), âîçüìåì α > β. Òîãäà

2m = a3 + b = 2β(23α−β ·A3 +B) ⇒ B = 2m−β − 23α−β ·A3
...2,

÷òî íåâåðíîå, òàê êàê B � íå÷åòíî.
2) Åñëè b = 1, òî a + 1 = 2n, a3 + 1 = 2m, îòêóäà a2 − a + 1 = 2m−n. Íî

a2 − a+ 1 6
...2, ïîýòîìó m = n, a2 − a+ 1 = 1, a = 1.

3) Ïóñòü a, b > 3 � íå÷åòíûå ÷èñëà. Òîãäà m,n > 5. ÁÎÎ ïîëîæèì m > n.
Òîãäà

a ≡ −b3 (mod 2n) ⇒ 0 ≡ 2m ≡ a3 + b ≡ b− b9 (mod 2n) ⇒ b8 − 1
...2n.

n 6 v2(b
8 − 1) = v2(b− 1) + v2(b+ 1) + v2(8)− 1 = v2(b− 1) + v2(b+ 1) + 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, èëè b−1
...2n−3, èëè b+1

...2n−3. Ïóñòü n−3 = t > 2. Òîãäà b > 2t−1,
îòêóäà

2t+3 − 1 = 2n − 1 > 2n − a = b3 > (2t − 1)3 ⇒ 22t − 3 · 2t − 5 6 0. (1)

Åñëè t > 3, òî 22t−3 ·2t−5 = 2t(2t−3)−5 > 35 > 0, ÷òî íåâåðíîå ïî (1). Çíà÷èò,
t = 2, ò.å. n = 5, b3 + a = 32, b = 3, a = 5, m = 7.



Îëèìïèàäà 4

�1. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AB è CD. Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêó-
ëÿðû îòðåçêîâ AD è BC ïåðåñåêàþò ïðÿìûå BC è AD ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ
P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî ∠APD = ∠BQC.

�2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî{
n
√
7
}
> 3

√
7

14n , ãäå {x} îçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà x.

�3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò ÷èñëî Mn, êðàòíîå
5n, ñîäåðæàùåå n öèôð, îòëè÷íûõ îò íóëÿ (íè îäíà öèôðà íå ðàâíà íóëþ).



Îëèìïèàäà 4. Ðåøåíèÿ çàäà÷

�1. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AB è CD. Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêó-
ëÿðû îòðåçêîâ AD è BC ïåðåñåêàþò ïðÿìûå BC è AD ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ
P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî ∠APD = ∠BQC.

Ðåøåíèå. Ðàçáåðåì ñëó÷àé, êîãäà P ëåæèò íà ëó÷å CB, Q ëåæèò íà ëó÷å
DA (çà òî÷êè B è Q ñîîòâåòñòâåííî). Ïóñòü M � ñåðåäèíà AD, N � ñåðåäèíà
BC. Òîãäà M,N ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì PQ (1), è MN ‖ AB (2).
Èç (1) ñëåäóåò ∠BPQ = ∠NMD. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (2) ñëåäóåò, ÷òî ABPQ �
âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê. Òîãäà ∠QAP = ∠QBP . Äâà ïîñëåäíèõ óãëà, ýòî
âíåøíèå óãëû ïðè îñíîâàíèÿõ AD è CB â ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêàõ ADP
è BCQ, ïîýòîìó ýòè òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû. Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è.

Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê ðàçáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.
Çàìå÷àíèå. Ê çàäà÷å ìîæíî ïðèâåñòè òîëüêî îäíî ðåøåíèå (èãíîðèðóÿ ðàñ-

ïîëîæåíèÿ òî÷åê), èñïîëüçóÿ îðèåíòèðîâàííûå óãëû.

�2.Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
{
n
√
7
}
>

> 3
√
7

14n , ãäå {x} îçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà x.

Ðåøåíèå. Ïóñòü [n
√
7] = m.

√
7�÷èñëî èððàöèîíàëüíîå, ïîýòîìó n

√
7 >

> [n
√
7] = m, ò. å. n

√
7 > m, îòêóäà 7n2 −m2 > 0.

Çàìåòèì, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî

7n2 −m2 =
(
n
√
7−m

)(
n
√
7 +m

)
íå ìîæåò áûòü ðàâíî 1 èëè 2, òàê êàê ÷èñëî m2 íå ìîæåò äàâàòü ïðè äåëåíèè
íà 7 îñòàòîê 6 èëè 5. Ïîýòîìó 7n2 −m2 > 3. Çíà÷èò,

3 6 7n2 −m2 =
(
n
√
7−m

)(
n
√
7 +m

)
=
{
n
√
7
}(

n
√
7 +m

)
<

<
{
n
√
7
}
· 2n
√
7,

îòêóäà ïîëó÷èì
{
n
√
7
}
> 3

2n
√
7
= 3

√
7

14n .

�3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò ÷èñëî Mn, êðàòíîå
5n, ñîäåðæàùåå n öèôð, îòëè÷íûõ îò íóëÿ (íè îäíà öèôðà íå ðàâíà íóëþ).

Ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè.
Áàçà. Äëÿ n = 1 âîçüìåì M1 = 5.

Ïðåäïîëîæåíèå. Ïóñòü äëÿ n = k ñóùåñòâóåò ÷èñëî Mk òàêîå, ÷òî Mk

...5k, òî
åñòü Mk = 5k · t.

Ïåðåõîä. Äîáàâèì ïåðåä ÷èñëîì Mk öèôðó a. Ïîëó÷èì ÷èñëî

Mk+1 = a · 10k +Mk = a · 10k + 5k · t = 5k(a · 2k + t).



Äîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ íåíóëåâàÿ öèôðà a òàêàÿ, ÷òî a · 2k + t äåëèòñÿ íà 5.
Íàïðèìåð, åñëè t ≡ 0 (mod 5), òî äîñòàòî÷íî âûáðàòü a = 5.
Äëÿ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ 2k ≡ 1, 2, 3, 4 (mod 5) è t ≡ 1, 2, 3, 4 (mod 5) ïîäáå-

ðåì a (ñì. íèæå òàáëèöó):

a 4 2 3 1 3 4 1 2 2 1 4 3 4 3 2 4

2k 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

t 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4

Êàê âèäèì, ïðè ëþáûõ 2k è t íàéäåòñÿ a òàêàÿ, ÷òî Mk+1 = 5k(a · 2k + t)
...5k+1.



Îëèìïèàäà 5

�1. Íà ñòîðîíàõ AB, BC, CA òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè C1, A1, B1

ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî
√
SAB1C1

+
√
SBA1C1

+
√
SCA1B1

6 3
2

√
SABC .

�2. Äàíà òàáëèöà 2016 × 2016. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öåíòðîâ êëå-
òîê ìîæíî îòìåòèòü, ÷òîáû íå áûëî ÷åòûðåõ, òî÷åê ÿâëÿþùèìèñÿ âåðøèíàìè
ïàðàëëåëîãðàììà?

�3. Ïðèâåäåííûé ìíîãî÷ëåí P (x) = xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + . . . + an−1x + 1 ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò n âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Äîêàæèòå,
÷òî P (2) > 3n.
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