
Âòîðíèê, 16 èþëÿ 2019 ã.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü Z � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : Z → Z òàêèå,

÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë a è b âåðíî ðàâåíñòâî

f(2a) + 2f(b) = f(f(a+ b)).

Çàäà÷à 2. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà A1 ëåæèò íà îòðåçêå BC, à òî÷êà B1 ëåæèò íà îòðåçêå

AC. Ïóñòü P è Q � òî÷êè íà îòðåçêàõ AA1 è BB1 ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî ïðÿìàÿ PQ
ïàðàëëåëüíà AB. Òî÷êà P1, ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé PB1, òàêîâà, ÷òî B1 íàõîäèòñÿ ñòðîãî ìåæäó

P è P1, ïðè÷åì ∠PP1C = ∠BAC. Àíàëîãè÷íî, òî÷êà Q1, ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé QA1, òàêîâà, ÷òî

A1 íàõîäèòñÿ ñòðîãî ìåæäó Q è Q1, ïðè÷åì ∠CQ1Q = ∠CBA.

Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè P , Q, P1 è Q1 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 3. Â ñîöèàëüíîé ñåòè 2019 ïîëüçîâàòåëåé. Íåêîòîðûå ïîëüçîâàòåëè äðóæàò ñ íåêîòî-
ðûìè äðóãèìè, ïðè ýòîì îòíîøåíèå äðóæáû âçàèìíî, òî åñòü åñëè ïîëüçîâàòåëü A äðóæèò ñ

ïîëüçîâàòåëåì B, òî B òàêæå äðóæèò ñ A. Ïåðåñòðîéêè ñëåäóþùåãî òèïà ïðîèçâîäÿòñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíî, ïî îäíîé ïåðåñòðîéêå çà ðàç:

âûáèðàþòñÿ òðè ïîëüçîâàòåëÿ A, B è C òàêèõ, ÷òî A äðóæèò è ñ B è ñ C, íî B è C
íå äðóæàò ìåæäó ñîáîé; ïîñëå ÷åãî B è C ñòàíîâÿòñÿ äðóçüÿìè, íî A òåïåðü íå

äðóæèò íè ñ B, íè ñ C.

Èçíà÷àëüíî 1010 ïîëüçîâàòåëåé èìåþò ïî 1009 äðóçåé, à 1009 ïîëüçîâàòåëåé èìåþò ïî 1010 äðó-
çåé. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåñòðîåê, ïîñëå êîòîðîé êàæäûé ïîëüçî-

âàòåëü áóäåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî äðóãà.
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Çàäà÷à 4. Íàéäèòå âñå ïàðû (k, n) öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêèå, ÷òî

k! = (2n − 1)(2n − 2)(2n − 4) · · · (2n − 2n−1).

Çàäà÷à 5. Áàíê ãîðîäà Áàò âûïóñêàåò ìîíåòû ñ áóêâîé H íà îäíîé ñòîðîíå è áóêâîé T íà
äðóãîé ñòîðîíå. Ãàððè ðàçëîæèë n òàêèõ ìîíåò â ðÿä ñëåâà íàïðàâî. Îí ïîñëåäîâàòåëüíî ïðî-
èçâîäèò ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ: åñëè â ðÿäó ðîâíî k > 0 ìîíåò ëåæàò áóêâîé H êâåðõó, òî îí
ïåðåâîðà÷èâàåò k-þ ñëåâà ìîíåòó; èíà÷å âñå ìîíåòû ëåæàò áóêâîé T êâåðõó, è îí îñòàíàâëèâà-
åòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè n = 3 è ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ ñ êîíôèãóðàöèè THT , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îïåðàöèé âûãëÿäèò êàê THT → HHT → HTT → TTT , òî åñòü ïðîöåññ îñòàíîâèòñÿ ïîñëå òðåõ
îïåðàöèé.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîé íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè ïðîöåññ îñòàíîâèòñÿ ïîñëå êîíå÷íîãî
÷èñëà îïåðàöèé.

(b) Äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè C ÷åðåç L(C) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, ïî-
ñëå êîòîðûõ ïðîöåññ îñòàíîâèòñÿ. Íàïðèìåð, L(THT ) = 3 è L(TTT ) = 0. Íàéäèòå ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå çíà÷åíèé L(C), êîãäà C ïðîáåãàåò âñå 2n âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ êîíôè-
ãóðàöèé.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, â
êîòîðîì AB ̸= AC. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ω òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ ñòîðîí BC, CA
è AB â òî÷êàõ D, E è F ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç D è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ EF ,
ïåðåñåêàåò ω âòîðè÷íî â òî÷êå R. Ïðÿìàÿ AR ïåðåñåêàåò ω âòîðè÷íî â òî÷êå P . Îêðóæíîñòè,
îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ PCE è PBF , ïåðåñåêàþòñÿ âòîðè÷íî â òî÷êå Q.

Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå DI è PQ ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç A è ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé AI.
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