
Êîíñòðóêòèâíîñòü â Ò×

�1. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïîñòîÿííàÿ ÀÏ
òàêàÿ, ÷òî âñå ÷ëåíû èìåþò âèä 1

a1
, 1
a2
, . . . , 1

an
(ai ∈ N).

�2. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ÀÏ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë òàêèõ, ÷òî (ai, aj) = 1 äëÿ âñåõ 1 6 i < j 6 n.

�3. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîé ÀÏ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî âûäåëèòü áåñêî-
íå÷íóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÃÏ.

�4. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ ÀÏ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ãäå (a1, d) = 1. Äîêàæèòå, ÷òî
èç íåå ìîæíî âûäåëèòü áåñêîíå÷íóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêóþ, ÷òî ëþáûå
äâà ÷ëåíà âçàèìíî ïðîñòû.

�5. Äàíî k ∈ N. Ïóñòü D(n) = [n, n + 1, . . . , n + k]. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íî ìíîãî n òàêèõ, ÷òî D(n) > D(n+ 1).

�6. Ïóñòü σ(n) � ñóììà äåëèòåëåé n. Ïóñòü

A =

{
n | σ(n)

n
>
σ(k)

k
, äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . n− 1

}
.

Äîêàæèòå, ÷òî â ìíîæåñòâå A áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷èñåë.

�7. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x2+y2+z2 = x3+y3+z3 èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðåøåíèè â öåëûõ ÷èñëàõ.

�8. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð íàòóðàëüíûõ (a, b) òàêèõ,
÷òî a > 1, b > 1, (a, b) = 1 è ab + ba äåëèòñÿ íà a+ b.

�9. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m

òàêîå, ÷òî 3m + 5m − 1
...11n.

�10. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü a1 < a2 < . . . < an òàêàÿ, ÷òî ñóììà a

2
1+a22+. . .+a2n � ïîëíûé

êóá, à ñóììà a31 + a32 + . . .+ a3n � ïîëíûé êâàäðàò.

Çàäà÷è äëÿ çà÷åòà.

�11. Äîêàæèòå, ÷òî â áåñêîíå÷íîé ÀÏ {an} íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóùåñòâóþò
m è k òàêèå, ÷òî S(am) = S(ak).

�12. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî P (1) +P (2) + . . .+
+ P (n) äåëèòñÿ íà k.



Ôóíêöèè, ìíîãî÷ëåíû, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â Ò×

�1. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0 = 0, a1 = 1, an+2 = 2an+1 + an äëÿ n ∈ N.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N v2(n) = v2(an).

�2. Äàíî c ∈ N. Ïóñòü {pk}k>1 ∈ P è pk + c
...pk+1 äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Äîêàæèòå,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pk} îãðàíè÷åíà.
�3. Äàíû a, b ∈ N è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x0 = 1, xn+1 = axn + b (n > 0).
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîé, ÷òî xn � ñîñòàâíîå ÷èñëî.

�4. Äàíî k ∈ N, a1 = k+ 1, an+1 = a2n − kan + k äëÿ âñåõ n > 1. Äîêàæèòå, ÷òî
(am, an) = 1 äëÿ âñåõ m 6= n.

�5. Äàí ìíîãî÷ëåí f(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè n =
= 1, 2, . . . , 2008 f(n) ∈ {100, 101, . . . , 999}. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) íå èìååò öåëûõ
êîðíåé.

�6. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàì ñòåïå-
íè âûøå íóëÿ òàêîé, ÷òî P (n) ∈ P äëÿ âñåõ n ∈ N.
�7. Äàí òðåõ÷ëåí f(x) = ax2 + bx + c ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èçâåñòíî,

÷òî ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n òàêîé, ÷òî f(n)
...m. Äî-

êàæèòå, ÷òî f èìååò ðàöèîíàëüíûé êîðåíü.

�8.Äàí ìíîãî÷ëåí f(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f(2n)
...n,

òî f ≡ 0.

�9. Äàíû ìíîãî÷ëåíû p(x) è q(x) ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè ñòåïåíè âûøå íóëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîé, ÷òî 2p(n) − 1
íå äåëèòñÿ íà q(n).

�10. Äàí ìíîãî÷ëåí f(x) ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èçâåñòíî, ÷òî

äëÿ ëþáîãî n ∈ N f(n) ∈ Z è äëÿ ëþáûõ m,n ∈ Z (m 6= n) f(m) − f(n)
...m − n.

Îáÿçàòåëüíî ëè, ÷òî f � ìíîãî÷ëåí öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè?

�11. Íàéäèòå âñå f : N→ N òàêèå, ÷òî mf(m) +n
...m2 +f(n) äëÿ âñåõ m,n ∈ N.

Çàäà÷è äëÿ çà÷åòà.

�12. Íàéäèòå âñå f : N→ N òàêèå, 2(a+ b− 1) äåëèòñÿ íà f(a) + f(b), äëÿ âñåõ
a, b ∈ N.
�13. Íàéäèòå âñå f : N → N òàêèå, af(a) + bf(b) + ab � òî÷íûé êâàäðàò, äëÿ
ëþáûõ a, b ∈ N.



Òåîðåìà Êýéçè è Èíâåðñèÿ

�1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê A,B,C,D íà ïëîñêîñòè âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî AB · CD +BC ·DA > AC ·BD. (Íåðàâåíñòâî Ïòîëîìåÿ)
�2. Ïóñòü P òî÷êè âíóòðè4ABC òàêàÿ, ÷òî ∠APB−∠C = ∠APC−∠B. Ïóñòü
D,E öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé 4APB,4APC ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæè-
òå, ÷òî AP , BD, CE ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

�3. Òðåóãîëüíèê ABC, ãäå AB = AC = a, âïèñàí â îêðóæíîñòü Ω. Íåêàÿ
îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ Ω âíóòðåííèì îáðàçîì è îòðåçêà BC. Íàéäèòå ðàññòî-
ÿíèå êàñàòåëüíîé îò A äî ω.

�4. Äàí óãîë ñ âåðøèíîé A è îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â íåãî. Ïðîèçâîëüíàÿ
ïðÿìàÿ, êàñàþùàÿñÿ äàííîé îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàåò ñòîðîíû óãëà â òî÷êàõ B
è C. Äîêàçàòü, ÷òî îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàåòñÿ
ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â äàííûé óãîë.

�5. Óãëû AOB è COD ñîâìåùàþòñÿ ïîâîðîòîì òàê, ÷òî ëó÷ OA ñîâìåùàåòñÿ
ñ ëó÷îì OC, à ëó÷ OB � ñ OD. Â íèõ âïèñàíû îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùèåñÿ â
òî÷êàõ E è F . Äîêàçàòü, ÷òî óãëû AOE è DOF ðàâíû.

�6. Ïóñòü ðàçëè÷íûå òî÷êè A è B ëåæàò íà îêðóæíîñòè O è òî÷êà P ÿâëÿ-
åòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AB. Îêðóæíîñòü O1 êàñàåòñÿ ïðÿìîé AB â òî÷êå P è
êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè O. ` ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè O1, îòëè÷íîé
îò ïðÿìîé AB è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A. C ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé ` è îêðóæíîñòè O, îòëè÷íîé îò òî÷êè A. Òî÷êà Q ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé
îòðåçêà BC, à îêðóæíîñòü O2 êàñàåòñÿ ïðÿìîé BC â òî÷êå Q è êàñàåòñÿ îòðåçêà
AC. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü O2 êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè O.

�7. Îêðóæíîñòè ω è Ω ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. ÏóñòüM � ñåðåäèíà äóãè
AB îêðóæíîñòè ω (M ëåæèò âíóòðè Ω). ÕîðäàMP îêðóæíîñòè ω ïåðåñåêàåò Ω
â òî÷êå Q (Q ëåæèò âíóòðè ω). Ïóñòü `P � êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ω â òî÷êå
P , à `Q � êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè Ω â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü,
îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ïðè ïåðåñå÷åíèè ïðÿìûõ `P , `Q
è AB, êàñàåòñÿ Ω.

�8. Äàí íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC. Ïóñòü N � ñåðåäèíà äóãè BAC
åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè, à M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I1 è
I2 öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABM è ACM ñîîòâåòñòâåí-
íî. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè I1, I2, A, N ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

�9. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ABC. Ðàññìîòðèì äâå îêðóæíîñòè ω è Ω, âïèñàííûå â óãîë BAC òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ω êàñàåòñÿ âíåøíèì îáðàçîì äóãè BOC îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
îêîëî òðåóãîëüíèêà BOC; à îêðóæíîñòü Ω êàñàåòñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì îêðóæ-
íîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ Ω âäâîå áîëü-
øå ðàäèóñà ω.

�10. Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàíà îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì â òî÷êå I. Îêîëî
òðåóãîëüíèêà AIB îïèñàíà îêðóæíîñòü Γ. Îêðóæíîñòè ω è Γ ïåðåñåêàþòñÿ â



òî÷êàõ X è Y. Îáùèå êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòÿì ω è Γ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Z.
Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ABC è XY Z, êàñàþòñÿ.

Çàäà÷è äëÿ çà÷åòà.

�11. Äîêàæèòå òåîðåìó Ôåéåðáàõà äâóìÿ ñïîñîáàìè: èíâåðñèåé è òåîðåìîé
Êýéçè.

�12. Íàéäèòå ðàäèóñ ïîëóâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè åãî
ñòîðîíû AB = c,BC = a,CA = b.



Ñèìåäèàíà, äâîéíîå îòíîøåíèå

�1. Ïóñòü ñòîðîíû AB è CD ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
E, BC è AD � â òî÷êå F , äèàãîíàëè AC è BD ïåðåñåêàþò EF â òî÷êàõ M è N .
Äîêàæèòå, ÷òî (EF ;MN) = 1.

�2. Íà îäíîé ïðÿìîé ëåæàò òî÷êè A,B,C,D â ýòîì æå ïîðÿäêå è (AC;BD) =
= 1. Ïóñòü X òàêàÿ òî÷êà íà ïëîñêîñòè, ÷òî ∠BXD = 90◦. Äîêàæèòå, ÷òî
∠BXA = ∠BXC.

�3. Ïóñòü CC0 � ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC, ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê
AC è BC ïåðåñåêàþò CC0 â òî÷êàõ A1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî, ïðÿìûå AA1 è BB1

ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå C1. Äîêàæèòå, ÷òî CC1 � ñèìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC.

�4. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå C ê åãî îïèñàííîé îêðóæíî-
ñòè ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AB â òî÷êå D Êàñàòåëüíûå ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ACD â òî÷êàõ A è C ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðÿìàÿ DK äåëèò îòðåçîê BC ïîïîëàì.

�5. Äàí ôèêñèðîâàííûé òðåóãîëüíèê ABC. Ïî åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè äâè-
æåòñÿ òî÷êà P òàê, ÷òî õîðäû BC è AP ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðÿìàÿ AP ðàçðåçàåò
òðåóãîëüíèê BPC íà äâà ìåíüøèõ, öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé êîòîðûõ
îáîçíà÷èì ÷åðåç I1 è I2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ I1I2 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BC â
òî÷êå Z. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðÿìûå ZP ïðîõîäÿò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó.

�6. Íà îòðåçêàõ AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè C1 è A1 ñîîò-
âåòñòâåííî òàê, ÷òî AA1 ∩ CC1 = O è BO ∩ A1C1 = P . Q ∈ AC òàêàÿ, ÷òî
PQ⊥AC. Äîêàæèòå, ÷òî ∠PQO = ∠PQB.

�7. Êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ A è B ê îêðóæíîñòè ω, îïèñàííîé îêîëî îñòðîóãîëü-
íîãî íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S. Ïóñòü M
� ñåðåäèíà ñòîðîíû AB, à H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC.
Ïðÿìàÿ HA ïåðåñåêàåò ïðÿìûå CM è CS â òî÷êàõ Ma è Sa ñîîòâåòñòâåííî.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíû òî÷êè Mb è Sb. Äîêàæèòå, ÷òî MaSb è MbSa � âûñîòû
òðåóãîëüíèêà MaMbH.

�8. Äàí òðåóãîëüíèê ABC ñ îñòðûìè óãëàìè B è C. Â íåãî âïèñàí ïðÿìîóãîëü-
íèê KLMN òàê, ÷òî òî÷êè L èM ëåæàò íà ñòîðîíàõ AB è AC ñîîòâåòñòâåííî,
à òî÷êè N è K � íà ñòîðîíå CB. Òî÷êà O � öåíòð ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïðÿìûå
BO è CO ïåðåñåêàþò ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà MN è LK â òî÷êàõ C1 è B1

ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AO,BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå.

�9. Äàí íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC. Òî÷êè K è N ëåæàò íà ñòîðîíå
AC, à òî÷êè M è L íà ñòîðîíå BC òàê, ÷òî AN = CK = CL = BM. Ïóñòü
îòðåçêèKL èMN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî ∠RPN = ∠QPK, ãäå
R � ñåðåäèíà ñòîðîíû AB, à Q � ñåðåäèíà äóãè ACB îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC.

�10. Ïðÿìàÿ PQ êàñàåòñÿ âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòü òàêèì
îáðàçîì, ÷òî òî÷êè P è Q ëåæàò íà ñòîðîíàõ AB è AC, ñîîòâåòñòâåííî. Íà



ñòîðîíàõ AB è AC âûáðàíû òî÷êè M è N , ñîîòâåòñòâåííî, òàê, ÷òî AM =
= BP è AN = CQ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì ïðÿìûåMN
ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.

Çàäà÷è äëÿ çà÷åòà.

�11. ÏóñòüM � ñåðåäèíà îñíîâàíèÿ BC ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC.
Òî÷êà K âíóòðè òðåóãîëüíèêà òàêîâà, ÷òî ∠ACK = ∠KBC. Äîêàæèòå, ÷òî
∠BKM + ∠AKC = 180◦.

�12. Íà îòðåçêàõAB è BC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè C1 è A1 ñîîò-
âåòñòâåííî òàê, ÷òî AA1 ∩ CC1 = O è BO ∩ A1C1 = P . Ïðÿìàÿ l ïàðàëëåëüíà
AC è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P . Ïóñòü l ∩ AB1 = X, l ∩ CC1 = Y , l ∩ CB = K,
l ∩ AB = L. Äîêàæèòå, ÷òî KX = LY .



Àëãåáðà. Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ

�1. Íàéäèòå âñå f : R+ → R òàêèå, ÷òî 2f(x) + xf( 1x ) = x, äëÿ âñåõ x ∈ R+.

�2. Ôóíêöèÿ f : R→ R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
(i) f(10 + x) = f(10− x), ∀x ∈ R,
(ii) f(20 + x) = −f(20− x), ∀x ∈ R.
Äîêàæèòå, ÷òî f íå÷åòíà è ïåðèîäè÷íà.

�3. Íàéäèòå âñå f : Q → Q òàêèå, ÷òî f(x + y) + f(x − y) = 2f(x) + 2f(y),
∀x, y ∈ Q.
�4. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f : R→ R òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèè f(x) �
áåñêîíå÷íî, à ìíîæåñòâî çíà÷åíèè f(x) + f(2x) � êîíå÷íî?

�5. Íàéäèòå âñå f : Z→ Z òàêèå, ÷òî f(m+f(n)) = f(m)+n äëÿ âñåõ m,n ∈ Z.
�6. Íàéäèòå âñå f : R+ → R+ ò.÷. f(y)f(x+ f(y)) = f(x)f(xy), ∀x, y ∈ R.
�7. Íàéäèòå âñå f : R→ R ò.÷

(i) f(x+ 1) = f(x) + 1, ∀x;
(ii) f(x2) = f2(x), ∀x.

�8. Íàéäèòå âñå f : N→ [1;∞) ò.÷.
(i) f(2) = 2,
(ii) f(n+ 1) > f(n), ∀n ∈ N,
(iii) f(mn) = f(m)f(n), ∀m,n ∈ N.

�9. Íàéäèòå âñå f : R+ → R+ ò.÷.
(i) f(x+ y) > f(x) + 2y, ∀x ∈ R+,
(ii) f(f(x)) 6 4x, ∀x ∈ R+.

�10. Íàéäèòå âñå f : R→ R ò.÷.
(i) f(x+ y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ R,
(ii) f(x) = x2f( 1x ), ∀x ∈ R/{0}.

�11. Ñóùåñòâóåò ëè f : R+ → R+ òàêàÿ, ÷òî f(x+ y) > yf2(x), ∀x, y ∈ R+?

�12. Íàéäèòå âñå f : (1; +∞)→ R ò.÷. f(x)− f(y) = f(xy)(y − x), ∀x, y > 1.

�13. Íàéäèòå âñå f : R→ R ò.÷.
(i) f(x) 6 x, ∀x ∈ R,
(ii) f(x+ y) 6 f(x) + f(y), ∀x, y ∈ R.

�14. Ñóùåñòâóåò ëè f : R→ R ò.÷. f(x− f(y)) 6 x− yf(x), ∀x, y ∈ R?

Çàäà÷è äëÿ çà÷åòà.

�15. Íàéäèòå âñå f : Q→ Q ò.÷. |f(x)− f(y)| 6 (x− y)2, ∀x, y ∈ Q.
�16. Íàéäèòå âñå f : R→ R ò.÷. f(yf(x)− x) = f(x)f(y) + 2x, ∀x, y ∈ R.



Àëãåáðà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

�1. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}n>1 äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âûïîëíåíî: a1 = 2,
an(n− 1) = (n+ 1)(a1 + . . . an−1), äëÿ âñåõ n > 2. Íàéäèòå a2019.

�2.Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}n>1 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âûïîëíåíî: (am, an) =
= (m,n), äëÿ âñåõ m 6= n. Äîêàæèòå, ÷òî an = n, äëÿ âñåõ n ∈ N.
�3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n>1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: x1 = 1, xn+1 = 1 +

+x21 +x22 + . . .+x2n, ∀n > 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ n > 2, ÷èñëî xn íå ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì êâàäðàòîì.

�4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ n ∈ N ÷èñëî n+ [(
√

2 + 1)n] � íå÷åòíî.

�5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n>0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: a0 = a1 = 1 è an+2 =
= 2an+1 − an + 2, ∀n > 0. Äîêàæèòå, ÷òî an2+1 = anan+1, äëÿ âñåõ n > 0.

�6. Ïóñòü
n∑
i=0

2i+1

32
i

+ 1
. Äîêàæèòå, ÷òî an < 1, äëÿ âñåõ n ∈ N.

�7. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}n>0 òàêàÿ, ÷òî an+1 = an
2 +

√
a2
n
4 + 1

an
, äëÿ

âñåõ n > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîãðàíè÷åíà.

�8. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {g(n)}n>0 òàêàÿ, ÷òî g(0) = 0, g(n+ 1) = n+ 1−
− g(g(n)), äëÿ âñåõ n > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

a) g(n+ 1) > g(n), äëÿ âñåõ n > 0.
b) Íå ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîãî, ÷òî g(n− 1) = g(n) = g(n+ 1).

�9.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}n>0 îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: a1 = m è äëÿ

âñåõ n > 2 âûïîëíåíî a1 + . . . + ak
...k è 0 6 ak < k. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

íàòóðàëüíîå M òàêîå, ÷òî ak = ak+1, äëÿ âñåõ k >M .

�10. Äàíû ÷èñëà 1 = x0 > x1 > . . . > xn > . . . > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî
n∑
i=0

x2
i

xi+1
> 3, 9999.

�11. Äàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1 = y1 =
√

3, xn+1 = xn +
√

1 + x2n, yn+1 =
= yn

1 +
√

1 + y2
n

(n ∈ N). Äîêàæèòå, ÷òî 2 < xnyn < 3, äëÿ âñåõ n > 1.

�12. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë {xn} âûïîëíåíî: x1 =

= 1, xn+1 > (n + 2)xn −
n−1∑
k=1

kxk, äëÿ âñåõ n > 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî xn > 10100.

Çàäà÷è äëÿ çà÷åòà.

�13. Äàíû a1 = 1, a2k = 1 + ak è a2k+1 = 1/a2k, äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k.
Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ â ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðîâíî îäèí ðàç.

�14. a0 6= 0 è a0 6= 1. Äëÿ âñåõ n > 2, âûïîëíåíî: a1 = 1 − a0, an+1 = 1 −
− an(1− an). Äîêàæèòå, ÷òî a0 . . . an(1/a0 + . . .+ 1/an) = 1, äëÿ âñåõ n ∈ N.



Êîìáèíàòîðèêà. Ìíîæåñòâà

�1. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå k òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò A1, . . . , Ak ⊂
⊂ {1, 2, . . . , n} (n � äàííîå ÷èñëî), äëÿ êîòîðûõ Ai ∩ Aj 6= ∅, ∀1 6 i < j 6 n.

�2. A1, A2, . . . , A2n−1 ⊂ {1, 2, . . . , n} è Ai ∩ Aj ∩ Ak 6= ∅, äëÿ âñåõ 1 6 i < j <
< k 6 2n−1. Äîêàæèòå, ÷òî A1 ∩ . . . ∩ A2n−1 6= ∅.
�3. Äàíû k è n. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (A1, A2, . . . , Ak) òà-
êèõ, ÷òî Ai ⊂ {1, 2, . . . , n} äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , k, è A1 ∩ . . . ∩ Ak = ∅.
�4. Äàíî íàòóðàëüíîå n > 7. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå m òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò
S1, S2, . . . , Sm ⊂ {1, 2, . . . , n}, ÷òî |Si| = 3 è |Si ∩ Sj | = 1, ∀1 6 i, j 6 m (i 6= j).

�5. Äàíû k, n ∈ N, n > k2 − k + 1, |S1| = . . . = |Sn| = k è |Si ∩ Sj | = 1,
∀ 1 6 i < j 6 n. Äîêàæèòå, ÷òî |S1 ∩ . . . ∩ Sn| = 1.

�6. Äàíî S = {1, 2, . . . , n}. Ïóñòü äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , n, p(k) îçíà÷àåò êîëè÷å-
ñòâî ïåðåñòàíîâîê S, êîòîðûå èìåþò ðîâíî k ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê. Äîêàæèòå,

÷òî
n∑
k=0

k · p(k) = n!.

�7. Äàíî S = {1, 2, . . . , n} è A1, . . . , Ak ⊂ S. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåðàâíûõ
x, y ∈ S, ñóùåñòâóåò i ∈ {1, 2, . . . , k}, ÷òî ðîâíî îäèí èç x èëè y ëåæèò â Ai.
Äîêàæèòå, ÷òî 2k > n.

�8. m,n ∈ N, S = {1, 2, . . . , n}. A1, A2, . . . , Am ⊂ S, ÷òî |Ai| = 3, ∀ 1 6 i 6 m
è |Ai ∩ Aj | 6 1, ∀ 1 6 i < j 6 m. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò X ⊂ S òàêîå, ÷òî
|X| = [

√
2n] è Ai 6⊂ X, ∀i = 1, 2, . . . ,m.

�9. Ïóñòü T ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 2004100. Êàêîå íàè-
áîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïîäìíîæåñòâå S ⊂ T , åñëè äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ S (x 6= y) âåðíî, ÷òî x íå äåëèòñÿ íà y?

�10.Äàíî öåëîå n > 2.Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâîA ⊂ {1, 2, . . . , n}
òàêîå, ÷òî |A| > 2

√
n+ 1 è {|x− y||x, y ∈ A, x 6= y} = {1, 2, . . . , n− 1}.

Çàäà÷è äëÿ çà÷åòà.

�11. Ïóñòü S ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , 9}. Èçâåñòíî, ÷òî âñå ñóììû
âèäà a+ b (a, b ∈ S, a 6= b) ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Íàéäèòå ìàêñèìóì |S|.
�12. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è k. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå k-ýëåìåíòíûå
ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ âûáåðåì íàèìåíü-
øèé ýëåìåíò. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âûáðàííûõ ÷èñåë ðàâíî
(n+ 1)/(k + 1).



Êîìáèíàòîðèêà. Êîìáèíàòîðíàÿ ãåîìåòðèÿ

�1. Äàí âûïóêëûé n-óãîëüíèê. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äèàãî-
íàëåé, åñëè íèêàêèå òðè íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

�2. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî íåñêîëüêî òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïðîâåñòè
ïðÿìóþ òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèå îò âñåõ òî÷åê äî íå¼ áûëè ðàçëè÷íûìè.

�3. Íà ïëîñêîñòè äàíî ìíîæåñòâî A èç 2n òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê a, b ∈
∈ A ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ðàçáèâàþùàÿ A íà äâà ïîäìíîæåñòâà ïî n ýëåìåíòîâ
è òàêàÿ, ÷òî a è b ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîé ïðÿìîé.

�4. Íàéäèòå âñå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà S òî÷åê ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèå íå ìåíåå
òðåõ òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ
òî÷åê A è B èç ìíîæåñòâà S ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó AB ÿâëÿåòñÿ
îñüþ ñèììåòðèè ìíîæåñòâà S.

�5. Äàíî ìíîæåñòâî S èç n > 4 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò íå ìåíåå (n− 3)(n− 4)/2 âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè
èç S.

�6. Êàæäàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè îêðàøåíà â îäèí èç ÷åòûðåõ öâåòîâ. Äîêàæèòå,
÷òî íàéäóòñÿ äâå òî÷êè A è B îäíîãî öâåòà òàêèå, ÷òî AB = 1 èëè AB =

√
3.

�7. Ïî êðóãó ñòîÿò ÷èñëà 1, 2, . . ., 1000. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ñîåäèíèòü
500 íåïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè, â êîòîðîì íà êàæäîé õîðäå, ÷èñëà ñòîÿùèå
íà êîíöàõ îòëè÷àåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 749.

�8. Êàæäàÿ öåëî÷èñëåííàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè îêðàøåíà â îäèí èç òðåõ öâåòîâ,
ïðè÷åì âñå òðè öâåòà ïðèñóòñòâóþò. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè òðåõ ðàçíûõ öâåòîâ.

�9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ñóùåñòâóåò N òî÷åê, íèêàêèå
òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è âñå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè.



Ãåîìåòðèÿ. Ñ÷åò.

�1. Â øåñòèóãîëüíèêå âñå óãëû ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå
ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

�2. Ïóñòü ABCD � âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P, Q è R
îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè D íà ïðÿìûå BC, CA è AB
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî PQ = QR òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áèññåê-
òðèñû óãëîâ ABC è ADC ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé AC.

�3. Ëèíèÿ öåíòðîâ âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé íåðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà, îáðàçóåò ñ åãî ñòîðîíàìè óãëû α, β, γ. Äîêàæèòå, ÷òî îäíî èç
çíà÷åíèè cosα, cosβ è cos γ ðàâíî ñóììå äâóõ äðóãèõ.

�4. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC, êàñàåòñÿ ñòîðîí
AC, AB è BC â òî÷êàõ K, M è N ñîîòâåòñòâåííî. Ìåäèàíà BB1 òðåóãîëüíèêà
ïåðåñåêàåò MN â òî÷êå D. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà O ëåæèò íà ïðÿìîé DK.

�5. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD íà ñòîðîíàõ BC è CD ñîîòâåò-
ñòâåííî îòìå÷åíû òî÷êè E è F òàêèå, ÷òî ∠BAE = ∠DAF . Ïðÿìûå DE è BF
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Ïóñòü ëåæèò K âíóòðè òðåóãîëüíèêà ACF (âîçìîæíî
K ∈ AC). Òîãäà ∠CAE = ∠FAK.

�6. Áèññåêòðèñà óãëà C ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC
âî âòîðîé ðàç â òî÷êåD. Íà îòðåçêàõ AD èDB ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâåííî ïàðû
òî÷åê K è L, äëÿ êîòîðûõ ∠ACK = ∠BCL. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òàêèå ïðÿìûå
KL ïðîõîäÿò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó.

�7. Â òðåóãîëüíèêå ABC âî âíåøíþþ ñòîðîíó ïîñòðîåíû ïîäîáíûå ðàâíî-
áåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ABC1, BCA1 è CAB1 ñ îñíîâàíèÿìè AB, BC è CA
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA1, BB1, CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå.

�8. Â òðåóãîëüíèêå ABC âî âíåøíþþ ñòîðîíó ïîñòðîåíû òðåóãîëüíèêè ABC1,
BCA1 è CAB1 òàê, ÷òî â ýòèõ òðåóãîëüíèêàõ ∠CAB1 = ∠BAC1, ∠BCA1 =
= ∠ACB1 è ∠CBA1 = ∠ABC1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA1, BB1, CC1 ïåðåñå-
êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

�9. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC, öåíòð êîòîðûé íàõîäèòñÿ â
òî÷êå I, êàñàåòñÿ ïðÿìûõBC, CA,AB â òî÷êàõA1, B1, C1. Íà ëó÷àõ IA1, IB1, IC1

çà òî÷êè A1, B1, C1 îòëîæèëè òî÷êè A2, B2, C2 òàê, ÷òî A1A2 = B1B2 = C1C2.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA2, BB2, CC2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

�10. Âíóòðè ñòîðîíû AB îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà ïðîèç-
âîëüíàÿ òî÷êà D. Òî÷êèM è N � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç D
íà ñòîðîíû BC è AC ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü H1 è H2 � îðòîöåíòðû òðåóãîëüíè-
êîâ MNC è MND ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà
AH1BH2 íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè D íà ñòîðîíå AB.

�11. Â âûïóêëîì ïÿòèóãîëüíèêå ABCDE èçâåñòíî ∠BAC = ∠CAD = ∠DAE
è ∠ABC = ∠ACD = ∠ADE. BD ∩ CE = P . Äîêàçàòü, ÷òî AP äåëèò CD
ïîïîëàì.



�12. Äàí íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC. ÏóñòüN � ñåðåäèíà äóãè BAC
åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè, à M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I1 è
I2 öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABM è ACM ñîîòâåòñòâåí-
íî. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè I1, I2, A, N ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

�13. Òî÷êà M âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC òàêàÿ, ÷òî âïèñàííûå îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêîâ ABC è AMB êàñàþòñÿ ñòîðîíû AB â îäíîé è òîé æå òî÷êå.
Ïóñòü ýòè îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ ñòîðîí AC,BC,AM,BM â òî÷êàõ X,Y, Z, T .
Äîêàæèòå, ÷òî X,Y, Z, T ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

�14. Òî÷êà M ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðÿìàÿ BM ïåðåñåêàåò ñòî-
ðîíó AC â òî÷êå N. Òî÷êà K ñèììåòðè÷íà M îòíîñèòåëüíî AC. Ïðÿìàÿ BK
ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå P. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ∠AMP = ∠CMN, òî ∠ABP =
= ∠CBN.



Ãåîìåòðèÿ. Âïèñàííûå óãëû è òî÷êà Ìèêåëÿ.

�1. Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, ñòîðîíû BC è AD êîòîðîãî ðàâ-
íû, íî íå ïàðàëëåëüíû. Ïóñòü E è F � òàêèå âíóòðåííèå òî÷êè îòðåçêîâ BC
è AD ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî BE = DF . Ïðÿìûå AC è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
P , ïðÿìûå BD è EF ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q, ïðÿìûå EF è AC ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå R. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè PQR, ïîëó÷àåìûå äëÿ âñåõ òàêèõ òî÷åê
E è F . Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî âñåõ ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ,
èìåþò îáùóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ îò P .

�2. Ïóñòü äèàãîíàëè âïèñàííîãî âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñå-
êàþòñÿ â òî÷êå P , à ïðîäîëæåíèå ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí AB è CD â òî÷êå
K. Òî÷êè M è N íà ñòîðîíàõ AB è CD ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî AM/MB = CN/ND. Ïóñòü MN ïåðåñåêàåò äèàãîíàëè ABCD â òî÷-
êàõ Q è R. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ PRQ è KMN
êàñàþòñÿ.

�3. Íà ñòîðîíàõ AB, BC è CA òðåóãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî âçÿòû òî÷êè
N , K è L òàê, ÷òî AL = BK è CN � áèññåêòðèñà óãëà C. Îòðåçêè AK è BL
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç I è J öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíî-
ñòåé òðåóãîëüíèêîâ APL è BPK ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü Q � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ CN è IJ . Äîêàæèòå, ÷òî IP = JQ.

�4. Òðåóãîëüíèê ABC (AB > BC) âïèñàí â îêðóæíîñòü Ω. Íà ñòîðîíàõ AB
è BC âûáðàíû òî÷êè M è N ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî AM = CN. Ïðÿìûå MN
è AC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Ïóñòü P � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêà AMK, à Q � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà CNK,
êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû CN. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà äóãè ABC îêðóæíîñòè Ω
ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê P è Q.

�5. Äèàãîíàëè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O.
Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ABO è CDO ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M .
Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíû îòðåçêîâ AB è CD, ïåðåñåêàåò äèàãîíàëè
â òî÷êàõ K è L. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè K, L, M è O � âåðøèíû ãàðìîíè÷åñêîãî
÷åòûðåõóãîëüíèêà.

�6. Òî÷êè X è Y äâèæóòñÿ ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè (íå îáÿçàòåëüíî ðàâíû-
ìè) ïî äâóì ïðÿìûì, ïåðåñåêàþùèìñÿ â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü,
îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà XY O, ïðîõîäèò ÷åðåç 2 ôèêñèðîâàííûå òî÷êè
O è Z, ãäå Z ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèè, ïåðåâîäÿùèé ìåñòîïî-
ëîæåíèÿ òî÷åê X â ìåñòîïîëîæåíèÿ òî÷åê Y .

�7. Äàí òðåóãîëüíèê ABC è îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåð-
øèíû A è C è ïîâòîðíî ïåðåñåêàþùàÿ îòðåçêè AB è BC â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ
K è N ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ ABC è
KBN, èìåþò ðîâíî äâå îáùèå òî÷êè B è M. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë OMB � ïðÿ-
ìîé.



Ïåðâàÿ îëèìïèàäà

�1. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê (a1, a2, . . . , a2019) ÷èñåë (1, 2, . . . , 2019)
òàêèõ, ÷òî ai + i 6 aj + j, äëÿ âñåõ 1 6 i < j 6 2019.

�2. Íà äóãå AC îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, íå ñîäåð-
æàùåé òî÷êè B, âçÿòà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà P . Ïóñòü Y1 è Y2 � öåíòðû îêðóæ-
íîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABP è CBP . Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü,
îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà Y1Y2P , ïðîõîäèò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó.

�3. Ïóñòü {an}n>0 è {bn}n>0 � äâå áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ
÷èñåë òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 3 âûïîëíåíî

(an − an−1)(an − an−2) + (bn − bn−1)(bn − bn−2) = 0.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò k ∈ N òàêîé, ÷òî ak = ak+2000.

Ïåðâàÿ îëèìïèàäà. Ðåøåíèÿ çàäà÷

�1. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê (a1, a2, . . . , a2019) ÷èñåë (1, 2, . . . , 2019)
òàêèõ, ÷òî ai + i 6 aj + j, äëÿ âñåõ 1 6 i < j 6 2019.

Îòâåò: 22018

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(n) êîëè÷åñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê (1, 2, . . . , n), óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ai + i 6 aj + j, äëÿ âñåõ 1 6 i < j 6 n. f(1) = 1. Åñëè
äëÿ êàêîé-ëèáî ïåðåñòàíîâêè ak+1 = n, äëÿ êàêîé ëèáî 1 6 k 6 n − 1, òî n −
− ak+2 6 1 è ak+2 = n − 1. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì ak+j = n + 1 − j,
äëÿ âñåõ 3 6 j 6 n−k. Ñëåäîâàòåëüíî, (a1, a2, . . . , ak) � ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé
(1, 2, . . . , k), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ çàäà÷è. Ïîýòîìó ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî

f(n) = f(1) + f(2) + . . .+ f(n− 1) = 2f(n− 1),

èëè f(n) = 2n−1. Îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.

�2. Íà äóãå AC îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, íå ñîäåð-
æàùåé òî÷êè B, âçÿòà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà P . Ïóñòü Y1 è Y2 � öåíòðû îêðóæ-
íîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABP è CBP . Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü,
îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà Y1Y2P , ïðîõîäèò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó.

Ðåøåíèå. Ïóñòü E è F � ñåðåäèíû äóã BC è AB ñîîòâåòñòâåííî. Y � öåíòð
âïèñàííîé â ABC îêðóæíîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî FY = FA = FY1 (ëåììà î òðå-
çóáöå). Òî÷íî òàê æå EY = EY2 = EC. Ïðîâåäåì ÷åðåç Y1, Y2 è P îêðóæíîñòü
è îáîçíà÷èì ÷åðåç M âòîðóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñ îêðóæíî-
ñòüþ, îïèñàííîé îêîëî ABC. Òðåóãîëüíèêè EY2M è FY1M ïîäîáíû (∠Y2EM =
= ∠Y1FM). Çíà÷èò, EY2/EM = EY1/FM , îòêóäà Y E/EM = FA/FM . Èç
ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ Y EM è FAM . Òàêèì îá-
ðàçîì, ∠QME = ∠YME = ∠FMA = ∠BCA/2. Ò.å. òî÷êè Q è M � ôèêñèðî-
âàííûå òî÷êè.



�3. Ïóñòü {an}n>0 è {bn}n>0 � äâå áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ
÷èñåë òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 3 âûïîëíåíî

(an − an−1)(an − an−2) + (bn − bn−1)(bn − bn−2) = 0.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò k ∈ N òàêîé, ÷òî ak = ak+2000.

Ðåøåíèå. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: xn = an − an−1, yn = bn −
−bn−1, äëÿ âñåõ n > 2. Òîãäà èç óñëîâèÿ ïîëó÷èì xn(xn+xn−1)+yn(yn+yn−1) =
= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

x2n + y2n = −(xnxn−1 + ynyn−1). (1)

Îáîçíà÷èì dn = x2n + y2n > 0. Ïî íåðàâåíñòâó ÊÁØ èìååì:

dndn−1 = (x2n + y2n)(x2n−1 + y2n−1) > (xnxn−1 + ynyn−1)2 = d2n. (2)

Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî dn 6 dn−1, ∀n > 2. Çíà÷èò,

d1 > d2 > . . . > dn > . . . > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∃M, c ∈ N òàêèå, ÷òî dn = c, ∀n >M .
1) c = 0. Òîãäà xn = yn = 0. Îòêóäà an = an−1, ∀n >M , òî åñòü an = an+2000.
2) c > 0. Òîãäà dn+1 = dn > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (2) äîñòèãàåòñÿ,

åñëè, åñëè ∃k ∈ R òàêîå, ÷òî xn+1 = kxn, yn+1 = kyn. Èç óñëîâèÿ (1) ñëåäóåò,
÷òî k2 + k = 0. Òàê êàê k 6= 0, òî k = −1. Çíà÷èò, xn+1 = −xn, îòêóäà an+1 −
− an = an−1 − an èëè an+1 = an−1, ∀n >M . Ïîýòîìó an+1 = an+2001.



Âòîðàÿ îëèìïèàäà

�1. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) = x2010 ± x2009 ± . . . ± x ± 1 íå èìååò äåé-
ñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ P (x) ìîãóò
áûòü ðàâíû (−1)?

�2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a è b, ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî íàòóðàëüíûõ n òàêèõ, ÷òî bn − n äåëèòñÿ íà a.

�3. Äàí îïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Îêðóæíîñòè ω1 è ω2 âïèñàíû â
òðåóãîëüíèêè ABC è ADC ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòü Ω êàñàåòñÿ îêðóæíî-
ñòåé ω1 è ω2 âíóòðåííèì îáðàçîì â òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,
÷òî ïðÿìûå BK è DL ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé AC.

Âòîðàÿ îëèìïèàäà. Ðåøåíèÿ çàäà÷

�1. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) = x2010 ± x2009 ± . . . ± x ± 1 íå èìååò äåé-
ñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ P (x) ìîãóò
áûòü ðàâíû (−1)?

Îòâåò: 1005. Ïðèìåð. Ó ìíîãî÷ëåíà P (x) = x2010−x2009 +x2008−x2007 + . . .−
− x + 1 îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðîâíî 1005, è ýòîò ìíîãî÷ëåí íå èìååò
êîðíåé. (Äîêàçàòåëüñòâî ÷óòü íèæå.)

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà, ïóñòü x = 1. Òîãäà êîëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ, ðàâ-
íûõ ìèíóñ åäèíèöå, äîëæíî áûòü íå áîëüøå, ÷åì 1005. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ áîëüøå 1005. Òîãäà P (1) < 0. À ïðè
x→ +∞, P (x) > 0, òî åñòü ãðàôèê ìíîãî÷ëåíà P (x) êîãäà íèáóäü ïåðåñå÷åò îñü
Ox, òåì ñàìûì òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ox áóäåò äåéñòâèòåëüíûì êîðíåì.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí P (x) = x2010 − x2009 + x2008 − x2007 + . . . − x + 1.
Äîêàæåì, ÷òî ó ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íåò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.

Åñëè x 6 0, òî P (x) > 0.

Åñëè 0 < x < 1, òî xi−1 > xi è x2010 > 0. Çíà÷èò,
1004∑
i=0

x2i >
1004∑
i=0

x2i+1 è

x2010 > 0, òî åñòü P (x) > 0

Åñëè x > 1, òî xi−1 6 xi è 1 > 0, îòêóäà ïîëó÷èì
1005∑
i=1

x2i 6
1005∑
i=1

x2i−1 è 1 > 0,

ñëåäîâàòåëüíî, P (x) > 0

�2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a è b, ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî íàòóðàëüíûõ n òàêèõ, ÷òî bn − n äåëèòñÿ íà a.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî a. Äëÿ a = 1 ïîäõîäèò ëþáîå íàòóðàëüíîå
n, à èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ ÷èñåë, ìåíüøèõ a.
Äîêàæåì äëÿ ÷èñëà a. Çäåñü óæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a > 2. Äîêàæåì ñëå-

äóþùóþ ëåììó.
Ëåììà. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîåM òàêîå,
÷òî bn+ϕ(a) ≡ bn (mod a) äëÿ âñåõ n > M , ãäå ϕ(n) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.



Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî, ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n) è mϕ(n) ≡ 1 (mod n), äëÿ
(m,n) = 1.

Ïóñòü a = pα1
1 pα2

2 . . . pαkk · A, ãäå b
...pi, ∀i = 1, 2, . . . , k è (b, A) = 1. Òîãäà ïðè

n > α1, α2, . . . , αk, b
n
...pα1

1 pα2
2 . . . pαkk è

bϕ(a) ≡ (bϕ(p
α1
1 p

α2
2 ...p

αk
k ))ϕ(A) ≡ 1 (mod A) ⇒

⇒ bϕ(a) − 1 ≡ 0 (modA) .

⇒ bn(bϕ(a) − 1) ≡ 0 (moda)⇔ bn+ϕ(a) ≡ bn (moda)

Ñëåäîâàòåëüíî, bn+ϕ(a) ≡ bn (mod a). Ëåììà äîêàçàíà.
Ïðîäîëæèì ðåøåíèå çàäà÷è. Òàê êàê ϕ(a) < a, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-

öèè, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷èñåë n1 < n2 < . . ., ãäå ni ∈ N òàêèõ, ÷òî

bni − ni
...ϕ(a). Òî åñòü

bni − ni = ϕ(a) · ti, çäåñü âñå ti � ñîîòâåñòâóþùèå ÷àñòíûå.

Ïî ëåììå, ñóùåñòâóåò M òàêîå, ÷òî ∀i > M

bni ≡ bni+ϕ(a) ≡ . . . ≡ bni+ϕ(a)·ti (mod a),

îòêóäà
bb
ni − bni ≡ bni+ti·ϕ(a) − bni ≡ 0 (mod a),

òî åñòü â êà÷åñòâå n ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî bni = ni + ti · ϕ(a) ïîäõîäèò äëÿ
ëþáîãî i > M .

�3. Äàí îïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Îêðóæíîñòè ω1 è ω2 âïèñàíû â
òðåóãîëüíèêè ABC è ADC ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòü Ω êàñàåòñÿ îêðóæíî-
ñòåé ω1 è ω2 âíóòðåííèì îáðàçîì â òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,
÷òî ïðÿìûå BK è DL ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé AC.

Ðåøåíèå. Äàëåå áåç äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ôàêò: ×åòûðåõ-
óãîëüíèê ABCD ÿâëÿåòñÿ îïèñàííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âïèñàííûå
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ABC è CDA êàñàþòñÿ äðóã äðóãà (ñì. ðèñ. 1).

ÏóñòüH �öåíòð ãîìîòåòèè ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì, ïåðåâîäÿùåé
ω â Ω (ñì. ðèñ. 2). Òîãäà ïî òåîðåìå î òðåõ ãîìîòåòèÿõ äëÿ îêðóæíîñòåé ω1, ω
è Ω, òî÷êè B, K è H ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî, H ëåæèò íà ïðÿìîé
DL.

Ïóñòü k�êàñàòåëüíàÿ ê ω1, ïðîâåäåííàÿ â òî÷êå K, l�êàñàòåëüíàÿ ê ω2,
ïðîâåäåííàÿ â òî÷êå L. Òîãäà k, l è AC �ïîïàðíûå îáùèå êàñàòåëüíûå ê ω1, ω2

è Ω, çíà÷èò îíè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå Y .
Ñîãëàñíî âûøå îïèñàííîìó ôàêòó, â âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, îáðàçî-

âàííûé ïðÿìûìè AB, AD, k, l ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü Γ. Îñòàëîñü çàìå-
òèòü, ÷òî ïî òåîðåìå î òðåõ ãîìîòåòèÿõ äëÿ îêðóæíîñòåé Γ, ω è Ω, òî÷êè A, Y
è H ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà î òðåõ ãîìîòåòèÿõ. Êîìïîçèöèÿ ãîìîòåòèé ñ öåíòðàìè O1 è

O2 (O1 6= O2) è êîýôôèöèåíòàìè k1 è k2 òàêèìè, ÷òî k1k2 6= 1, ÿâëÿåòñÿ

ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì íà O1O2 è êîýôôèöèåíòîì k1k2.
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